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NASA TEMA 08: ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


ACADEMIA 


ÁNGULO CENTRAL 
ANGULO INSCRITO 
ANGULO SEMI INSCRITO 
ANGULO INTERIOR 
ANGULO EXTERIOR 
CUADRILATERO INSCRITO A UNA CIRCUNFERENCIA 
CUADRILATERO INSCRIPTIBLE 


AÑ ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


ÁNGULO CENTRAL La medida en grados de un arco menor es la 


medida de su ángulo central correspondiente. La 
medida en grados de un arco mayor es 360 — a 
donde a es la medida de su correspondiente arco 


menor. C — 


360-о 


En la figura: 


ZAOB: Ángulo central 


DEFINICIONES 


TEOREMA 


a. En toda circunferencia si dos arcos son 
congruentes, entonces sus respectivas 
cuerdas también lo son. 


b. En toda circunferencia si dos cuerdas son 
congruentes, entonces sus respectivos arcos 
también lo son. 


B C 


TEOREMA 


En toda circunferencia los arcos comprendidos 
entre cuerdas paralelas son congruentes. 


ВЕ ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 
TEOREMA 


En toda circunferencia los arcos 
comprendidos entre cuerdas paralelas son 
congruentes. 


Si: AB//CD, entonces АС « 8D 


Nota : Nu 
Si:T es punto de tangencia y L//CD, 


entonces CT z DT. 


E ÁNGULOS ASOCIADOS A LACIRCUNFERENCIA 


Un ángulo inscrito en una circunferencia es aquel 
que tiene su vértice en la circunferencia y sus 
lados contienen cada uno a una cuerda. 


En la figura: 
“АРВ: Angulo inscrito 
TEOREMA 


La medida del ángulo inscrito es la mitad del arco 
Ө =2g intersectado por sus lados. 


>, 


ESB ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


Si AB es diámetro y P es un punto cualquiera de la 
semicircunferencia, entonces: 


P 


mZAPB = x = 90 


Una semicircunferencia es un arco de una 
circunferencia cuyos extremos son los extremos 


A O B de un diámetro. 


чо EJERCICIOS 


-5 жж 
En la figura, AB es diámetro y C punto de tangencia. Halle mADC. 1) Sea O punto medio de АВ 
А) 110° 2) Trazamos ОС 
Tod cta t t ircunf i 
del === == 
C) 115“ 
D) 119° 
Resolución Si AB es diámetro y P es un punto cualquiera de la 


semicircunferencia, entonces: 
AN 
=» mCOP = 90° — 32° = 58° 
= mBC = 58° 
(Angulo central) 


2 o 
3) mCDB= = = 29° 


(Angulo inscrito) 


^ 
mADC = 90° + 29° = 119° 


"die EJEMPLO 


ACADEMIA 


Si AB es diámetro y P es un punto cualquiera de la 


En la figura, mBN = 50? y AM = MC. Halle x. semicircunferencia, entonces: 

A) 36° N 

B) 33930/ 

C) 32°30' 

D) 34? A M C 

E) 2790 
Resolucion 1) AN es diametro 


2) Trazamos BM: mediana 
> BM=AM=MC 


130% 


3) Por 4 inscrito: 
_ 130° 


2x 


x = 32,5° 


ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


AGADEMIA 


Un ángulo semi-inscrito en una circunferencia es 
aquel que tiene su vértice en la circunferencia uno 
de cuyos lados está contenido en una recta 
С оу - tangente y el otro lado contiene a una cuerda. 


En la figura: 
ZATB: Angulo semi-inscrito 


TEOREMA 


La medida de un ángulo semi-inscrito es igual a la 
mitad de la medida del arco intersectado por sus 
lados. 


En la figura, T y S son puntos de tangencia, mÁT = 110° y mBT = 100”. Halle x. 


A) 30° Co 
В) 26° 
С) 24° Ángulo semi-inscrito 
^ AN 
D) 22° mLTB = 50° y mLTA = 55“ 
E) 20° 
Resolución s 


C« 


Si Ty S son puntos de tangencia 


P P 
mNTS = mTSC = 55“ 


Si A y B son puntos de tangencia 


ACTS: x + 55 + 105° = 180" 
„x=20 


EA ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


Un ángulo interior en una circunferencia es aquel 
que tiene su vértice en el interior de la 
circunferencia y sus lados están determinados por 
C — dos cuerdas secantes. 


En la figura: 
ДАРВ: Ángulo interior 


TEOREMA 

La medida de un ángulo interior es igual a la 
semisuma de las medidas de los arcos 
intersectados por sus lados y por los rayos 
opuestos por el vertice. 


>, 


шв /A NGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


En la figura, тРА = mÁQ. Halle x. 


A) 25° 
B) 15° 
C) 35° 
р) 20° 
E) 30? 


Resolución 


“ А 
- 
ON 


Un ángulo exterior en una circunferencia es aquel 
que tiene su vértice en el exterior de la 
circunferencia y sus lados pueden estar contenidos 
en dos rectas secantes, dos rectas tangentes o una 
recta secante y otra tangente. 


En la figura: 
“АРВ: Angulo exterior 


TEOREMA 
p La medida de un ángulo exterior es igual a la 
semidiferencia de las medidas de los arcos 
intersectados por sus lados en el interior del 
ángulo. 


En la figura: 
A: Punto de tangencia 


АРВ: Angulo exterior 


En este caso: 


A y B son puntos de tangencia 


En la figura, las circunferencias son congruentes y mÁNB = 140". Halle x. 


A) 30* 
B) 32° 
C) 35? 
0) 37° 


Е) 40° 


Resolución 


Por ángulo inscrito 
mST = 2x 


por circunferencias congruentes 


m3T =mŜMT=2x 


Ángulo exterior 
140° - 2x 


х= — 


2 


х= 35° 


ENS ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


PEA —u 
En la figura, A, В у С son puntos de tangencia. Si mEBL = 130° у mABC = 240°. 
Halle mMN. 


A) 15° B) 18? » P|1) Propiedad: 
C) 20” D) 12° k k СЫР 
> тёР = 60° 
Е) 10° 
di En este caso: 
Resolucion P у О son puntos 


de tangencia 


2) Por X exterior: 


130° – x - 60° 


х= 10° 


EX ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


En la figura, M, М, E, F, P y О son puntos de tangencia; mMĚ = 120°, mFP = 150° y 
BE - FD = 8 cm. Halle la longitud del inrradio del triangulo ABC. 


Por teorema: 
A) 12 cm 
B) 7 cm 
| = mZABC = 90? 
C) 10 cm Ŝem m 
de tangencia 

D)8 cm 

Por teorema: BM = ВЕ = х; FD = DQ= y 
E) 9 cm 

Dato: x-y = 8 

Resolución 


De forma analoga: AM = AN = a; CP = CO = m; 
ОМ =ОЕ = п + у; ВЕ = ВР = х + п 
Sea г: longitud del inradio del К ABC. 
T. Poncelet: 
(а + х) + (х+п+ т) = (а + п + 2y + т) + 2r 
2x = 2ү + 2r 
= х-у=г 


. r=8cm 


EJEMPLO 


A partir de un punto P exterior a una circunferencia Trazamos AN y se forma el triangulo isosceles 
se han trazado las tangentes PA y PB y la secante NAP (АР = AN = г) 
PMN tal que mÁN-2(mÁM). Calcular mzAPN, si A P 
mz APB-z90. 
Resolución: 


r 
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Or--------- 


Trazamos los radios OA y OB para formar 
el cuadrado OAPB (ОА = r — AP) 
Sea : mÁM = 2a > mAN = 4a Finalmente el triangulo ONA es equilatero, luego: 


4a — 2a = 
эт/АРМ-------а 60 - 4о 
2 еліте 15 


НЕ. ~= OBSERVACIONES 


OBSERVACIONES 
03. Si T es punto de tangencia. 
01. Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia Т 
es recto. 9 
P 
A о B 


02. Ángulos inscritos en el mismo arco. 04. Todo ángulo inscrito en un cuadrante mide 135. 


PROPIEDADES 


PROPIEDADES 03. Si T es punto de tangencia: 


01. Para dos circunferencias congruentes: 


б 
О ^ 


02. Si cada circunferencia pasa por el centro de la 04. Si P y T son puntos de tangencia: 
otra: p 


А 


№, ч 
>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


PROPIEDADES 


05. Si T es punto de tangencia: 


А 


06. Si P y T son puntos de tangencia: 


POLÍGONO INSCRITO 
Un polígono se dice que está inscrito en una 


circunferencia, si todos sus vértices pertenecen a 
la circunferencia. En este caso se dice que la 
circunferencia está circunscrita al polígono, su 
centro se denomina circuncentro del polígono y a 
su correspondiente radio se le denomina 
circunradio. 


En la figura: 


* El cuadrilátero ABCD está inscrito 
a la circunferencia С. 

* Lacircunferencia С es circunscrita 
al cuadrilátero ABCD. 


En la figura: 


Si el cuadrilátero ABCD está inscrito 
a la circunferencia C, entonces: 


SSS DROPIEDADES EN EL CUADRILÁTERO INSCRITO 


PROPIEDADES EN EL CUADRILÁTERO INSCRITO 


03. Un ángulo interior es congruente con el 


01. Los ángulos opuestos son suplementarios. н 
opuesto exterior. 


02. Las diagonales forman ángulos congruentes 
con los lados opuestos. 


AÑ ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE A UNA CIRCUNFERENCIA 


Un cuadrilátero es  inscriptible еп una 
circunferencia cuando se puede trazar una 
circunferencia por sus cuatro vértices. Para que 
esto suceda dicho cuadrilátero debe cumplir 
cualquiera de las propiedades dadas para un 
cuadrilátero inscrito. 


En la figura: 


El cuadrilátero ABCD es inscriptible a la 
circunferencia C. 


ma ANGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


En la figura: En la figura: 


Si el cuadrilátero ABCD es convexo у a=P, Si el cuadrilátero ABCD es convexo y 
entonces a+p=180, entonces 


Las figuras mostradas a continuación representan 
cuadriláteros inscriptibles: 


O1. Todo cuadrilátero que tiene dos ángulos 
opuestos rectos es inscriptible, por ejemplo el 
rectángulo o el cuadrado. 


— 
т a 
——— m a 


^ 


02. Al unir los pies de dos alturas de un triángulo 


oblicuángulo se determina un  cuadrilátero 
inscriptible. 


04. En general, 
inscriptible. 


todo poligono 


regular 


es 


7 


ANGULOS ASOCIADOS А LA CIRCUNFERENCIA 


PROPIEDADES 03. El cuadrilátero AMNC es inscriptible. 
B 


01. En la figura. 


M 


A H C 


04. Si B es punto medio del arco MN, entonces el 
cuadrilátero APQC es inscriptible. 


>, 


En la figura, halle mCDF. 
A) 96* 

B) 98* 

C) 88* 

D) 100* 

E) 86* 


Resolución 


Су 4 


8-7: 


Fi 
Fá 

Г 
Г 


= ÁNGULOS ASOCIADOS А LA CIRCUNFERENCIA 


Trazamos CG 


El ZNABCG es inscrito 
A 

=» mCGF = 82° 

El ZXGCDF está inscrito 

= х + 82° = 180° 


х = 98° 


= 


= ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


En la figura, AD = 4 cm. Halle DE. 


A) 2/2 cm 1) ПАВЕР es inscriptible 

B) 372 cm 

С) 4 cm 2) Setraza AE 

D) 5 cm > ч inscrito: 

E) 4,5 cm mEAD = 45° 
Resolución 


3) МАРЕ: Isósceles 
г. ED = AD = 4 ст 


И ÁNGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


ACADEMIA 


E = A 
En la figura, mBDC = 220° y mED = 80°. Halle mDAC. 


E por ángulo inscrito 
A) 40° A m 
B) 30 D mEAD = 40* y mBDC = 70* 
C) 45° 
D) 36° 
as C El ZAABDE es inscrito 
Resolución Á - ^ ^ 
— mEAC - mBDC - 70* 


x + 40° = 70° 
x= 90° 


7 


ANGULOS ASOCIADOS A LA CIRCUNFERENCIA 


^ч AN 
En la figura, B es punto de tangencia, AB = BC y mDC = 30°. Halle mABC. 
i T es punto de tangencia. 


A) 68° p „© 
B) 76* 

С) 75° 

D) 65° 

Е) 70° В 


Resolución 1) Enel AABC: 


Е a + (a + 15%) + а = 180° 
AS 


> а = 55° 


> а = 55° 


A 
mABC = 70° 


= 


= = EJERCICIOS 


01. En una circunferencia de diámetro AB se traza la 


cuerda CD que interseca a AB en el punto P. Si 
PB=14, AP=4 y mBD=3(mAC), calcular PC. 


A) 4,5 

B)3 

C) 6 

D)5 

E) 10 
Resolucion: 
Se pide: PC=x 


Se observa que: ОР=5 y OB=9 


: За + а 
También: mzDPB = > = 20 


Trazamos OC, entonces: 


Finalmente el triángulo СРО es isósceles: 


mu; POC = a (por Z central) TE 


> mZPCO = a (por Zext. ACPO) 


"die EJERCICIOS 


ACADEMIA 


02. En la figura mostrada: mZBAC-80. Los puntos М, 


B 
N y Q son puntos de tangencia y O es centro de la 
circunferencia inscrita. Halle la medida del ángulo Por ángulo exterior: тМ0 — 100 
CDN. 
Por ángulo inscrito: 
| ZMNQ = >. 50 
| 50% T E 
| <]х° , 


Finalmente en el triángulo rectángulo DHN: 


кезш; Por propiedad CO es bisectriz. =» 


Se traza NQ у se observa que: NQ LCD „х= 40 


EJERCICIOS 


03. En una circunferencia se trazan las cuerdas 
perpendiculares AC y BD que se intersecan en el 
punto P. Luego, se trazan las perpendiculares BM y 
CN a la cuerda AD. Si la medida del arco menor AD es 


cinco veces la medida del angulo MPN, entonces la 
medida del angulo PMN es: 


A) 54 
B) 53 
C) 45 
D) 75 
E) 60 
Resolucion: Dato: mAD = 5(mZMPN) 
Se pide: mzPMN = x 
10B 


Por angulo inscrito: mZABD = E E 5p 


Del mismo modo: mZACD = 5f 


En los cuadriláteros inscriptibles AMPB y DNPC, por 
propiedad se tiene: 

[ ]JAMPB: mZPMN = 5f 

LIDNPC: — mZPNM = 58 


Ahora en el triángulo MPN: 
58 +28 + 5В = 180 ~B=15 
„x= 5В = 75 


Em EJERCICIOS 


04. En un triángulo ABC, las bisectrices de los ángulos 
exteriores cuyos vértices son B y C se intersecan en E 
e intersecan a la circunferencia circunscrita en P y Q 
respectivamente. Calcule la medida del ángulo 


formado por BQ у CP, si mZBAC-70. 


А) 15 
B) 20 
C) 25 
D) 30 
E) 35 


Resolución: 
Por propiedad en el triángulo ABC: 


70 
mz BEC = 90 — = > т/ВЕС = 55 


En el cuadrilatero inscrito ABPC: mz ВРС = 110 


Finalmente en el triángulo CNQ: 


En el cuadrilátero inscrito ABQC: mz BQC = 110 
x + 55 + 110 = 180 


En el triángulo CPE:  mZPCE = 55 m 


"diee EJERCICIOS 


05. En el gráfico O y Q son centros, calcular х /у. 


Resolución: 

X 

Se pide: - =? 
y Finalmente: 

En el cuadrilátero inscrito ABEQ: AQ = 2x = Зу 

m/ZA = m/QEC = a 3 
X 
Luego: AABC es isósceles x z E a 1,5 


> AH = НС = 2y 


EJERCICIOS 


06. Se tiene 2 circunferencias ortogonales C1 y Cz 
secantes en los puntos A y B, luego se traza la 
tangente común PO (P en C: у О en Ca) más cercana 
al punto A. Si mÁG=53, calcular тАР. 


А) 30 
В) 45 
С) 28 
D) 37 
E) 43 


Resolución: 
Se pide: mAP = x 
Por dato las circunferencias son ortogonales, 
luego: 
m/0;AO» = 90 


Unimos los centros con los puntos de 
tangencia, de lo cual resulta: 


O,P LPQ y 020 1 РО 


Por angulo central se tiene: 


т/РО,А-х у т/А0,0 = 53 


Finalmente: О,Р |І 05Q RECORDAR: 


Si ™ | n 


Entonces por la propiedad de la M: 


90 =х+ 53 
“ жү 


EJERCICIOS 


07. En una circunferencia se ubican los puntos A, D, M 


y T tal que el diámetro DT interseca a la cuerda AM en 
el punto B. La tangente trazada por T corta a la 


prolongación de AM en el punto C. Si M es punto 


medio de BCy m2ZTCB=32, calcular la medida del arco 
AD. 


Resolución: 
Se pide: mAD = x 
Se observa: mZDTC = 90 
> mZTBC = 58 


En el triángulo rectángulo BTC: TM es 
mediana relativa a la hipotenusa, luego: 


TM-b 
> mZMTC = 32 y mTM = 64 Finalmente, por angulo interior: 
64 +x 
58 = 
2 


BE dm Pa 


= 


== EJERCICIOS 


08. En la figura mAPS=110. Calcular el valor de x. 


Por ángulo inscrito: 


mZADB = 55 


Por propiedad: 
AD |i BC 


> mZDBC = 55 


Finalmente, por rebote: 


x= 55 


EJERCICIOS 


09. Р у О son puntos exteriores a una circunferencia. 
Desde P se trazan la tangente PA y la secante PCB. 


Desde Q se trazan la tangente QC y la secante QBA. 
Si mzBQC=m/APOC, calcular la medida del ángulo 
ABC. 


A) 30 
B) 45 
C) 60 
D) 53 
Е) 75 
Resolución: Se pide: mZABC = x 
Dato: mzZBQC = mZAPC 


Prolongamos QC hasta intersecar a AP en el punto D. 
Ahora se observa: 
ACBO: а-Ө-х о 


APCD: "EAD = ai =x Finalmente por fórmula del ángulo exterior con 
respecto a la circunferencia: 


Por ángulo inscrito: mÁČ = 2x х + 2х = 180 
" х= 60 


= = EJERCICIOS 


10. En una semicircunferencia de centro O y diámetro 
AB se ubican los puntos D y F de modo que AF y BD 
se intersecan en P. La prolongación de OP interseca al 
arco DF en el punto E. Si mAD=30 y тбЕ-15, calcular 
m 


A) 30 
B) 45 
C) 60 
D) 75 
E) 67,5 


Resolución: 


Se pide: mEF = x 
Porz central: 
mzDOA = 30 ^ mZDOE = 15 


+ mZABD = mz ODB = 15 y mzOPB = 30 
Setraza AD л OH LDB 

En АРНО not(30y 60): 

Sea DP = РО = 2а >0H=a 
Luego AADB 

OH es base media > DA = 2a 

AADP isósceles 

mzDAP = 45 

Porzinscrito: mDF = 90 


S x+ 15 = 90 
ьх = 75 


ien CLAVES 


AGADEMIA 


PARA LA CLASE 
01 02 оз 0 05 
р В р А В 
L6 — 07 ES E 10 o 
D C C C D 
TAREA 
CO оз [04 05 
C C B D E 


CIA ов [09 10 
D D D B D 


GEOMETRÍA 


>) FIN DE LA SESION 


PRACTICA Y APRENDERAS 


